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Prova de CT-234

. N . n 7k
1. Seja P(z) um polinémio de grau n dado por ), _, ar2z™~". Suponha que
todos os coeficientes a;’s sdo nlimeros inteiros, assim como z. Se vocé fizer
o célculo de P(z) usando o algoritmo abaixo, quantas multiplicagoes serao
feitas? Idem para a quantidade de somas.

Polinémio(x)
Input: vetor de coeficientes ay, grau n do polindémio e nimero z.
Output: valor de P(z).
begin
v« 0;
for i — 0 ton do
begin
um <« 1;
for j —0ton—1ido
um «— um.z;
V< U+ a;.um;
end;
retorne v;
end.
2. O algoritmo de Horner, para o cdlculo de P(z) como acima é dado como
abaixo. Determine (i) quantas multiplicagoes sao feitas assim como (ii)

quantas somas. (iii-x) Apresente uma fungao recursiva para o célculo de
P(x) usando o algoritmo de Horner.

P(z) = an +x(an—1 + x(apn—o+ -+ x(as + x(a1 + xap)) - -*)).

3. Mostre que P(z) = ZZ:O an_px", para z inteiro, pode ser encontrado em
tempo menor que o algoritmo de Horner se ag = a1 = --- = a,, e inteiros
positivos. (Justifique sua resposta usando indu¢ao).

4. Apresente (i-iv) um algoritmo recursivo para resolver o problema das Tor-
res de Handi tal que se um disco nao estiver na haste central, que necessite
ir da haste inicial para a haste final ou da haste final para a haste inicial,
entdo ele deverd passar antes pela haste central. (v) Qual a menor quanti-
dade de movimentos que resolve este problema com n discos? (Justifique
sua resposta usando indugao).

5. Apresente (i) um algoritmo recursivo para resolver o problema de Josefo
e (ii) um algoritmo iterativo para o mesmo problema.

6. Suponha que J(n) seja o numero associado & pessoa que ird sobreviver
no problema de Josefo e que 22! < n < 2%2. Nestas condicdes: (i) é
possivel afirmar que J3(n) = J(J(J(n))) é maior do que 27? (ii-v)Faga
uma estimativa para o valor de J3(n) = J(J(J(n))) caso 251 + 250 4 241 4
240 1931 1 930 <y < 251 4250 4 941 1 940 4 931 4 930 4 921 (Justifique)



Resolugao da Prova de CT-234

1 Questao 1

1. Calculo da Quantidade de Multiplicagoes

Ocorrem multiplicagoes nas linhas 7 (um « um.z) e 8 (v «— v + a;.um;)
do algoritmo.

O numero de multiplicagoes na linha 7 é dado por:
-y g

Sabemos que Y 7_ 1 = n. Portanto, )"~} 1 = n — i. Substituindo na

j=0
equacao acima, temos:
n

My=Y n—i (2)

=0

n 3 n .
Sabemos que Y, yn —1i =) . i (basta notar que as somas possuem os
mesmos termos em ordem invertida). Portanto:

My=> i (3)
=0

Sabemos também que Y . i = % (equagao de Gauss). Portanto:

n(n+1)

M, = 5

(4)

O ntmero de multiplicagoes na linha 8 é dado por:

Portanto, a quantidade de multiplicagoes é dada por:

n(n+1) n*+n+2n+2  n?+3n+2

1=
+n+ 5 5

M:M1+M2: (6)

2. Célculo da Quantidade de Somas
Ocorrem somas apenas na linha 8 (v < v + a;.um;) do algoritmo.

Portanto, a quantidade total de somas do algoritmo é dada por:

S=Zl:n+1 (7)

n
=0



2  Questao 2

Para ajudar no raciocinio, vamos tomar como exemplo n = 3. Neste caso,
temos:
P(z) =az+x* (az + x* (a1 + x * ag))

1. Célculo da Quantidade de Multiplicagoes

No algoritmo de Horner ocorre uma multiplicacao para cada um dos n
termos, exceto o dltimo (a, ). Portanto, a quantidade de multiplicagoes é
dada por:

n—1
M=) l=n-1+1=n (8)
i=0
2. Célculo da Quantidade de Somas

Ocorre uma soma para cada um dos n termos, exceto o primeiro (agp).
Portanto, a quantidade de somas é dada por:

S:znzlzn (9)

3 Questao 3

Para ajudar no raciocinio, vamos tomar um exemplo com n = 3. Neste caso,

temos:
3

P(x) = Z az—pz® = a3 + asr + a12? + apz®
k=0
Se ap = a1 = --- = a, = a nosso exemplo fica:

P(JS)=a+al‘+ax2—|—ax3:a(1+x+x2+x3)

Ou seja, temos uma constante a multiplicando uma PG de razéo x.

Portanto: . . .
P(z) = Z gt = Zaaxk = aZx’“ (10)
k=0 k=0

k=0
Para calcular a soma da PG fazemos:

Sn(x)=Zxk:mO+a:1—|—~--—|—x” (11)

n
k=0

Multiplicando por x, temos:
Sp(z) =at + 22 - 42"t (12)
Subtraindo as duas equagoes acima, termo a termo, temos:
(1—)S,(z) = 2° — 2"} (13)
Considerando x # 1 temos:

1— zn+1

Sp(z) =

1—2x



Quando xz = 1 temos:

Sn(x):ilk:znjlzn—&-l (15)
k=0

Portanto:

P(z) = (16)
an+1) se z=1

n+1

Note-se! que o termo pode ser calculado em O(lg(n)). Por exemplo,
2

pode-se obter z? a partir de £ com apenas 4 multiplicacdes: calcula-se =2 e, em
seguida, % = 2% x 22, 2% = 2% x 2 e, finalmente, 2% = x * 28.

Para n suficientemente grande e |z| < 1 o célculo é feito em O(1) pois temos:

P(z) = (17)

Em resumo, o cdlculo de P(z) é feito em:
e O(n) quando os coeficientes sao distintos;
e O(lg(n)) quando os coeficientes sao iguais a uma constante e x # 1;
e O(1) quando os coeficientes sao iguais a uma constante e x = 1;
e O(1) quando |z| <1 en — oco.

Resta provar, por indugao, que:

Caso base:
Para n = 0 temos, no lado esquerdo da equagao:

No lado direito da equagao, fazendo n = 0 temos:

12t 1—u

SQ(Z‘) =

= =1 20
11—z 11—z (20)
Portanto, a equagao 18 vale para n = 0.

Hipé6tese Indutiva:

Supondo que a equagao vale para n vamos provar que vale para n + 1.

De fato:
n+1

Sp(z) = Z ak =gt 4 Zxk (21)
k=0 k=0

1Para mais detalhes, ver: Donald E. Knuth, The Art of Computer Programming , Vo-
lume 2: Seminumerical Algorithms, 3rd edition, 94.6.3 Pag. 455 (Addison-Wesley: San Fran-
cisco, 1998) ISBN 0201485419.




1_gntl

Usando a Hipotese Indutiva ZZ:O k= —

, temos:

1 —gnt!
Sul@) = 2" +
Desenvolvendo:

1— l,nJrl (1 _ $)$n+1 +1-— l,nJrl

S — n+1 _
n(r) =2 + 1= 1=z

gl 2 +1-— Ln+l

Sh, =
(@ 1—2x
Portanto: i
1—2a™
Sule) =~
C.Q.D.

4 Questao 4
5 Questao 5
6 Questao 6



